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Аннотация. Исследуется функционально-дифференциальное включение с воль-
терровым многозначным отображением. Предполагается, что в заданные мо-
менты времени решение терпит разрыв, величина которого принадлежит зна-
чению заданного многозначного отображения. Получены оценки отклонения в
пространстве кусочно-непрерывных функций множества решений задачи Коши
от заданной функции. Получены условия непрерывной зависимости от началь-
ных условий множества решений.
Ключевые слова: функционально-дифференциальное включение; задача Коши;
многозначные импульсные воздействия; априорная ограниченность

Введение

В работе исследуется функционально-дифференциальное включение с многознач-
ными импульсными воздействиями. Показано, что если множество всех локальных ре-
шений задачи Коши для такого включения априорно ограничено, то множество реше-
ний этой задачи почти реализует расстояние в пространстве суммируемых функций
от любой суммируемой функции до своих значений. На основе этого утверждения по-
лучены эффективные оценки решений задачи Коши. Изучен вопрос о непрерывной
зависимости множества решений задачи Коши от начальных условий.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
№ 18-31-00227; № 17-41-680975р_а; № 16-01-00677А).
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1. Основные понятия

Обозначим через Rn n -мерное пространство вектор-столбцов с евклидовой нор-
мой | · | и comp [Rn] — множество его непустых компактных подмножеств; ρX[x;U ] –
расстояние от точки x ∈ X до множества U ⊂ X в метрическом пространстве X ;
h+

X[U1;U ] ≡ sup
x∈U1

ρX[x, U ] – полуотклонение по Хаусдорфу множества U1 ⊂ X от мно-

жества U в пространстве X ; hX [U1;U ] = max{h+
X [U1;U ];h+

X [U ;U1]} – расстояние по
Хаусдорфу между множествами U1 и U в пространстве X ; BX(x, δ) – открытый шар
с центром в точке x ∈ X радиусом δ > 0. Для измеримого по Лебегу множества U ,
мера которого µ(U) < ∞, обозначаем Ln(U) – пространство суммируемых по Лебегу
функций x : U → Rn с нормой ∥x∥Ln(U) =

∫
U
|x(s)|ds ; L1

+(U) – конус неотрицатель-

ных функций пространства L1(U) ; Q(Ln(U)) – множество всех непустых замкнутых и
ограниченных суммируемыми функциями подмножеств пространства Ln(U).

Пусть tk ∈ [a, b], k = 1, 2, . . . ,m, (a < t1 < . . . < tm < b) – конечный набор точек.
Обозначим через C̃

n
[a, b] пространство всех непрерывных на каждом из промежутков

[a, t1], (t1, t2], . . . , (tm, b] функций x : [a, b] → Rn, имеющих пределы справа в точ-
ках tk, k = 1, 2, . . . ,m, с нормой ∥x∥C̃

n
[a,b] = sup{|x(t)| : t ∈ [a, b]} ; C̃

1

+[a, b] – конус

неотрицательных функций пространства C̃
1
[a, b].

Пусть заданы непрерывные по Хаусдорфу отображения Φ : C̃
n
[a, b] → Q(Ln[a, b]),

Ik : Rn → comp [Rn], k = 1, 2, ...m, и вектор x ∈ Rn. Будем предполагать, что отоб-
ражение Φ вольтеррово. Рассмотрим следующую задачу Коши для функционально-
дифференциального включения с многозначными импульсными воздействиями:

ẋ ∈ Φ(x), (1.1)

x(tk + 0)− x(tk) ∈ Ik(x(tk)), k = 1, . . . ,m, (1.2)

x(a) = x0. (1.3)

О п р е д е л е н и е 1.1. Под решением задачи (1.1)–(1.3) будем понимать функ-
цию x ∈ C̃

n
[a, b], для которой существуют такие ∆k ∈ Ik(x(tk)), k = 1, 2, ...,m, и

q ∈ Φ(x), что при всех t ∈ [a, b] имеет место представление

x(t) = x0 +

t∫
a

q(s)ds+
m∑
k=1

χ(tk,b](t)∆k, t ∈ [a, b] (1.4)

(здесь символом χ(tk,b] обозначена характеристическая функция интервала (tk, b] ).

Пусть τ ∈ (a, b]. Определим линейный ограниченный оператор

Vτ : C̃n[a, τ ] → C̃n[a, b], (Vτx)(t) =

{
x(t), если t ∈ [a, τ ];

x(τ), если t ∈ (τ, b].

Обозначим Nτ = {k : tk ∈ [a, τ ]}.
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О п р е д е л е н и е 1.2. Будем говорить, что функция x ∈ C̃n[a, τ ] является реше-
нием задачи (1.1)–(1.3) на отрезке [a, τ ], τ ∈ (a, b], если существуют такие
∆k ∈ Ik(x(tk)), k ∈ Nτ , и q ∈ (Φ(Vτx))|τ , что функция x представима в виде

x(t) = x0 +

t∫
a

q(s)ds+
∑
k∈Nτ

χ(tk,b](t)∆k, t ∈ [a, τ ].

Множество всех решений на [a, τ ] обозначим H(x0, τ), а (H(x0, b))|τ – множество
сужений на [a, τ ] всех функций из H(x0, b).

О п р е д е л е н и е 1.3. Будем говорить, что множество решений задачи (1.1)–
(1.3) априорно ограничено, если найдется такое r > 0, что для любого τ ∈ (a, b] не
существует решения x этой задачи на [a, τ ] такого, что ||y||C̃n

[a,τ ] > r.

З а м е ч а н и е 1.1. Если для заданного x0 ∈ Rn множество решений задачи
(1.1)–(1.3) априорно ограничено, то оно будет априорно ограничено при всех начальных
значениях из некоторой окрестности точки x0.

В [1–6] для случая выпуклого по переключению многозначного отображения Φ

доказано, что если множество решений задачи (1.1)–(1.3) априорно ограничено, то
H(x0, b) ̸= ∅ и существует такой выпуклый компакт K ⊂ C̃

n
[a, b], что справедливо

H(x0, b) ⊂ K, и для любого τ ∈ (a, b) выполнено H(x0, τ) = (H(x0,b))|τ .

О п р е д е л е н и е 1.4. Будем говорить, что множество решений задачи (1.1)–
(1.3) почти реализует расстояние до произвольной суммируемой функции, если для
любого v ∈ Ln[a, b] и любого ε > 0 существует такое решение x ∈ C̃

n
[a, b] задачи

(1.1)–(1.3), что для любого измеримого множества U ⊂ [a, b] выполняется неравенство

∥q − v∥Ln(U) 6 ρLn(U)[v,Φ(x)] + εµ(U), (1.5)

где функция q ∈ Φ(x) удовлетворяет равенству (1.4).

В [1–6] показано, что при условиях выпуклости по переключению отображения Φ и
априорной ограниченности множества всех локальных решений задачи (1.1)–(1.3), мно-
жество ее решений почти реализует расстояние до произвольной суммируемой функции.

О п р е д е л е н и е 1.5. Будем говорить, что многозначные импульсные воздей-
ствия – отображения Ik : Rn → comp [Rn], k = 1, 2, ...,m, обладают свойством A,

если для каждого k = 1, 2, ...,m найдется непрерывная неубывающая функция
Ĩk : R1

+ → Rn, удовлетворяющая соотношениям

Ĩk(0) = 0, h[Ik(x); Ik(y)] ≤ Ĩk(|x− y|).

Определим отображение Z : C̃
n
[a, b] → C̃

1

+[a, b] равенством (Zx)(t) = |x(t)|. Пусть
заданы функция u ∈ Ln[a, b] и числа ε, ν>0.
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О п р е д е л е н и е 1.6. Будем говорить, что отображения Φ:C̃
n
[a, b]→Q(Ln[a, b])

и Ik : Rn → comp [Rn], k = 1, 2, ...,m, обладают свойством (Γu,ε,ν , Ĩk, k = 1, 2, ...,m), ес-
ли отображения Ik обладают свойством A, и если найдется такой изотонный непрерыв-
ный вольтерров оператор Γ : C̃

1

+[a, b] → L1
+[a, b], удовлетворяющий условию Γ(0) = 0,

что для любых функций x, y ∈ C̃
n
[a, b] и любого измеримого множества U ⊂ [a, b]

выполняется неравенство

hLn(U)[Φ(x); Φ(y)] 6 ∥Γ(Z(x− y))∥L1(U),

а множество всех локальных решений задачи

ż = u+ ε+ Γ(z), z(tk + 0)− z(tk) = Ĩk(z(tk)), k = 1, 2, ...,m, z(a) = ν (1.6)

априорно ограничено.

2. Основные результаты

Следующая теорема позволяет получить оценки нормы разности решения задачи
(1.1)–(1.3) и заданной кусочно-непрерывной функции.

Теорема 2.1. Пусть для функции y ∈ C̃
n
[a, b] существуют такие ∆k ∈ Ik(y(tk)),

k = 1, 2, ...,m, q̃ ∈ Ln[a, b] и κ ∈ L1
+[a, b], что имеет место представление

y(t) = y(a) +

t∫
a

q̃(s)ds+
m∑
k=1

χ(tk,b](t)∆k, t ∈ [a, b],

и для каждого измеримого множества U ⊂ [a, b] справедливо неравенство

ρLn(U)[q̃; Φ(y)] 6
∫
U

κ(s)ds.

Далее, пусть существует такое ε > 0, что отображения Φ : C̃
n
[a, b] → Q(Ln[a, b]) и

Ik : Rn → comp [Rn], k = 1, 2, ...,m, обладают свойством (Γu,ε,ν , Ĩk, k = 1, 2, ...,m) при
значениях u = κ, ν = |x0−y(a)|. Тогда для любого решения x ∈ C̃

n
[a, b] задачи (1.1)–

(1.3), удовлетворяющего для любого измеримого множества U ⊂ [a, b] неравенству
(1.5) с функцией v = q̃, имеет место оценка

|x(t)− y(t)| 6 ξ(t), t ∈ [a, b],

и почти всюду на [a, b] справедливо неравенство

|q(t)− q̃(t)| 6 κ(t) + ε+ (Γ(ξ))(t),

где ξ ∈ C̃
n
[a, b]− верхнее решение задачи (1.6).

З а м е ч а н и е 2.2. Теорема 2.1 не устанавливает факт существования решения,
удовлетворяющего оценке (1.5). Условия существования такого решения получены в
теоремах 1–3 (см. [1–6]).
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Впервые вопрос об оценке нормы разности решения задачи Коши обыкновенно-
го дифференциального включения с выпуклой правой частью и заданной абсолют-
но непрерывной функцией был исследован A. Плисом (см. [7]). Решение этой задачи
для обыкновенного дифференциального включения с невыпуклой правой частью, удо-
влетворяющей условию Липшица по второму аргументу, получено А.Ф. Филипповым
(см. [8]). Впоследствии установлению более общих оценок были посвящены работы
А.А. Толстоногова, П.И. Чугунова, В.И. Благодатских, Е.С. Половинкина, В.В. Обу-
ховского и других авторов (см. [9]).

Теорема 2.1 позволяет получить следующее утверждение о непрерывной зависимо-
сти от начальных условий множества решений задачи Коши для функционально-диф-
ференциального включения с многозначными импульсными воздействиями.

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда при некотором δ > 0

для любой последовательности αi ∈ BRn(x0, δ), i = 1, 2, . . . , сходящейся (при i → ∞ )
в Rn к x0, выполняется:

1) для любого ỹ ∈ H(x0, b) найдется такая последовательность yi ∈ H(αi, b),

i = 1, 2, . . . , что yi → ỹ в пространстве C̃n[a, b] при i → ∞ ;
2) для любой последовательности yi ∈ H(αi, b), i = 1, 2, . . . , имеющей при i → ∞

предел ŷ в пространстве C̃n[a, b], найдется такая последовательность ŷi ∈ H(x0, b),

i = 1, 2, . . . , что ŷi → ŷ в пространстве C̃n[a, b] при i → ∞.

Для обыкновенных дифференциальных и функционально-дифференциальных урав-
нений условия непрерывной зависимости решений от начальных условий и других па-
раметров получены в работах J. Kurzweil, Z. Vorel, М.Ф. Бокштейна, Н.Н. Петрова,
Е.С. Жуковского и многих других авторов (см., [10, 11] и библиографию в этих рабо-
тах). Задача о непрерывной зависимости от параметров решений дифференциальных
включений и систем управления исследована В.И. Благодатским, А.Ф. Филипповым,
А.И. Булгаковым (см., например, [12, 13]).

Отметим, что теорема 2.2 может иметь приложения, связанные с корректностью
математических моделей реальных процессов.
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Abstract. Deviation estimates in space of piecewise continuous functions of a set of the
generalized decisions from beforehand given function are received. The continuous
dependence of the generalized decisions on starting conditions is established.
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